ISSN 1870-4069

Neuronas artificiales con wavelets paramétricos

Oscar Herrera-Alcantara', Miguel Gonzélez-Mendoza?

1 Universidad Auténoma Metropolitana,
México

2 Instituto Tecnoldgico y de Estudios Superiores de Monterrey,
México

oha@azc.uam.mx, mgonza@itesm.mx

Resumen. Presentamos neuronas artificiales con wavelets paramétricos
con las cuales es posible representar las compuertas légicas AND, OR,
NOT, NAND, NOR, y XOR con una tinica neurona. Esta es una ventaja
respecto a otro tipo de neuronas, incluido el modelo de McCulloch-Pits
y del perceptréon, para las cuales se requieren conectar méas de una
de ellas para expresar la compuerta XOR que representa un proble-
ma no linealmente separable. Los resultados experimentales muestran
propiedades y ventajas de las neuronas con wavelets paramétricos en
problemas de clasificacién y aproximaciéon de funciones. En particular,
comparamos el desempeno de redes de neuronas con wavelets Haar y
wavelets paramétricos. Las redes neuronales con wavelets paramétricos
lograron clasificaciones del 100 % en un conjunto de datos tomados de la
base de datos del UCI.

Palabras clave: Wavelets, neurona artificial, compuertas légicas, apro-
ximacién de funciones.

Artificial Neurons with Parameterized Wavelets

Abstract. We present artificial neurons with parameterized wavelets
from which is possible to represent the AND, OR, NOT, NAND, NOR,
and XOR logic gates with a single neuron. This is an advantage with
respect to other kind of neurons including the McCulloch-Pits and per-
ceptron models, for which is required more than a single one to express
the XOR gate that represents a not linearly separable problem. Experi-
mental results show properties and advantages of parameterized wavelet
neurons in classification and aproximation problems. In particular, we
compare the performance of neural networks with the Haar wavelet and
parametric wavelets. The neural networks with parameterized wavelets
achieved 100 % when classifying data taken from the UCI database.

Keywords: Wavelets, artificial neurons, logic gates, function approxi-
mation.
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1. Introduccién

En [15] fueron presentadas redes neuronales con wavelets como una alterna-
tiva a las redes de retropropagacién para aproximar funciones no lineales. Sin
embargo, a mas de dos décadas, no ha proliferado su uso, al menos en compa-
racion con otros tipos de redes neuronales que involucran funciones crecientes,
continuas, y acotadas [2].

Aunque existe evidencia de la eficiencia de aproximacién con redes de wa-
velets [1,11], en muchas aplicaciones se ha preferido el uso de funciones con
propiedades como la derivabilidad, que facilitan la aplicacién de métodos de opti-
mizacion basados en gradiente, como es el caso del algoritmo de retropropagacién
para perceptrones multicapa (MLPBP) con funciones tangente hiperbdlico o
sigmoidal.

En el caso de wavelets, también existen funciones como el “sombrero me-
xicano” que son derivables, y que permiten usar métodos de gradiente en el
entrenamiento de redes que conectan varios “wavelons” o unidades de procesa-
miento en redes wavelet.

En varias arquitecturas de redes neuronales, incluidas las MLPBP, se plantea
el nimero de neuronas y el nimero de capas ocultas como los factores primordia-
les en la mejora de la precisién de la aproximacién. Sin embargo, no se considera
la opcién de adaptar las funciones de activacién (funciones base). Si acaso, se
limitan a elegir de entre un niimero limitado de funciones predeterminadas.

Las funciones sigmoidal, tangente hiperbdlico, lineal, o escalén usadas am-
pliamente en MLPBP, o las funciones wavelet en los wavelons, tienen una “forma
fija”, que no se puede adaptar para ajustarse a los datos de entrada, asi que la
aproximacion depende de otros parametros.

Nuestra idea principal es promover el uso de funciones base adaptables, bajo
la hipdtesis de que el uso de funciones construidas ad-hoc permite minimizar el
nimero de neuronas requeridas para aproximar la funcién que mejor se ajuste
a los datos de entrada. La idea anterior estd fundamentado en la teoria de
aproximacién con wavelets [3] y su relacién con las parametrizaciones de filtros
de reconstruccién perfecta [5,6,16,12,13].

Con fines explicativos, considérese que quisieramos rellenar un rectdngulo con
circulos, requerirfamos un nimero infinito de ellos atin cuando podamos colocar
sus centros en diferentes posiciones y con diferentes radios. Por otro lado, si se
tuviera la oportunidad de elegir cuadrados en lugar de circulos, es facil pensar
que con un menor numero de ellos se pueda rellenar el rectangulo en cuestion.

Para mostrar lo anterior, presentamos la aproximacién de funciones boo-
leanas (compuertas légicas) mediante neuronas con wavelets, mismas que se
comparan con la arquitectura presentada para una MLP de la funcién XOR (ver
[4]) que representa un problema no linealmente separable.

El articulo esta organizado de la siguiente manera, en la Seccién 2 presenta-
mos la metodologia seguida en el presente trabajo de investigacion, en la Seccién
3 presentamos la arquitectura de una neurona con wavelet paramétrico, en la
Seccién 4 presentamos varios experimentos y sus resultados, y finalmente, en la
Seccién 5 presentamos conclusiones y trabajos futuros.
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2. Metodologia

En el estudio de las neuronas con wavelets paramétricos seguimos los siguien-
tes pasos:

1. Revisamos la arquitectura de una neurona artificial béasica, y proponemos
una que involucre funciones wavelet con paramétros.

2. Elegimos un conjunto de funciones a aproximar, que permitan medir la
eficiencia de aproximacién de las neuronas con wavelets.

3. Realizamos experimentos con un programa de computadora para medir la
capacidad de aproximacién de neuronas con wavelets.

3. Arquitectura de una neurona con wavelets
paramétricos

El término “neurona” se atribuye a la inspiracién en el modelo bioldgico. Se
usa neurona artificial para hacer énfasis en que se trata de modelos matematicos
que asemejan el funcionamiento de la neurona bioldgica, al menos como fue
planteado hace varias décadas en trabajos pioneros en este tema [9].

En ocasiones, se da poca importancia a la justificacion del por qué las redes
neuronales funcionan. En particular, para redes de perceptrones, en [2] se puede
revisar uno de los trabajos que sustenta y da pauta a la eleccién de las funciones
que pueden usarse en redes neuronales, y de hecho a la justificacién de que una
sola capa oculta es suficiente para aproximar cualquier funcién de energia finita.

En cuanto a los wavelets, la férmula de reconstruccién de la transformada
wavelet continua para una funcién f(x) estd dada por la ecuacién (1) [3,10]:

1 [ [ x—b 1 x—0b, 1
t0 =g [ <I@eC > e s,

donde ¥(x) es la funcién wavelet, con término de traslaciéon b € R, y factor de
escalamiento a # 0. Cy es una constante de admisibilidad, y < f(x), w(Ibe) >
representa la transformada wavelet (coeficientes de transformacién) dada por la

ecuacion (2):

z—0b —x—b

<J@ ) = [ )i P )

Las ecuaciones (1) y (2) representan la piedra angular de la arquitectura que
define una red neuronal con “4tomos” de descomposicién en el espacio wavelet.

Entonces, en forma andloga al modelo matemaético del perceptrén, se propone
una neurona wavelet como se ilustra en la Figura 1.

Su descripcién matemdtica esta dada por la ecuacién (3):

Y = w;s g(u), (3)
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Fig. 1. Neurona con wavelet paramétrico.

donde wy es el peso de la capa de salida. La funcién wavelet ¢(+) es trasladada
por el término b y escalada por el factor a # 0, entonces se tiene la ecuacion (4)
para:
v—>b
a

u = ( )s (4)

con ¢g(u) como funcién de la capa de salida. El potencial de activacién v estd
dado por la ecuacién (5):

V= Z’wiXi, (5)

donde X; es el dato de un vector de dimensién n en la capa de entrada, X es
el BIAS unitario, y w; son los pesos sindpticos.

Las funciones wavelet ¢ son generadas mediante el algoritmo en cascada [§],
y dependen de pardmetros de filtros de reconstruccién perfecta que determinan
su forma. Algunas parametrizaciones de filtros que se pueden usar para dar lugar
a la aproximacion de estas funciones wavelet se pueden revisar en [5]. En este
trabajo, se implementaron las parametrizaciones con un pardmetro « para filtros
de longitud 4, y «, f para filtros de longitud 6.

Cabe mencionar que la forma del wavelet esta determinada por los valores de
los pardmetros. En [5] pueden revisarse distintas combinaciones de pardmetros
asociados a diferentes wavelets. La longitud del filtro determina el soporte com-
pacto del wavelet (el dominio del wavelet a partir del cual su valor, tanto a la
izquierda o derecha del eje real, es cero). Asi, por ejemplo, un valor de o = 7 de
un filtro de longitud 4, genera un wavelet tipo Haar, con soporte en el intervalo
[0, %] En forma mas general, un filtro de longitud L tiene un soporte compacto
L — 1, y en el caso anterior, se tiene que la mitad de ese intervalo (de % a 3) es
cero.

4. Experimentos y resultados

Acorde con la metodologia de la Seccién 2, realizamos varios experimentos
por computadora con los siguientes pasos:

1. Elegir un conjunto de compuertas légicas y datos de clasificacién para veri-
ficar el modelo propuesto de neurona con wavelet paramétrico
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2. Aplicar el modelo de neurona propuesto y optimizar los parametros libres w;,
a, b, ws, y @ 0 8 segun corresponda a la longitud del filtro. Para ello se aplico
un algoritmo genético con poblacién P, cruzamiento anular, seleccion directa
con pares (0, P —1), (1, P —2),(2, P — 3),..., probabilidad de cruzamiento
Pc, y probabilidad de mutacion P,,.

3. Medir el error de aproximacion con el RMS, y el porcentaje de clasificacion.

4.1. Experimento 1

En un primer experimento, se aprovechd que entre los pocos wavelets cono-
cidos con expresion analitica, estd el wavelet de Haar dado por la ecuacién (6):

1 Si 0<z<i,
YE)=< -1 Si i<z<l, (6)
0 caso contrario,

el cual, como ya se menciond, representa un caso especial dentro de los wavelets
paramétricos, que puede aproximarse con o = 7 y el algoritmo en cascada. El
wavelet Haar de la ecuacién (6) tiene un soporte compacto de [0, 1).

Asi que, para facilitar la evaluacién de la funcién wavelet de Haar sin nece-
sidad de ejecutar el algoritmo en cascada, se opté6 por fijar el pardmetro o = 7
y usar la ecuacién (6) con la debida adaptacién al soporte compacto.

Las funciones de entrada seleccionados fueron las compuertas AND, OR,
NAND, NOR y XOR, como se especifican en la Tabla 1, que representan proble-
mas de clasificacion binaria. También se probo con la funcién NOT que invierte

las entradas —1 y 1.

Tabla 1. Tablas de verdad para las compuertas AND, OR, NAND, NOR y XOR.

X1 X2 AND OR NAND NOR XOR
-1 -1 -1 -1 1 1 -1
-1 1 -1 1 1 -1 1
1 -1 -1 1 1 -1 1
1 1 1 1 -1 -1 -1

La funcién de salida utilizada fue la funcién signo, dada en la ecuacién (7):

1 Si 0<u,
9(“):{—1 Si u<0, 0

Una de las ventajas de usar wavelets con soporte compacto, es que permiten
acotar los valores de los pardmetros a y b, toda vez que fuera del soporte el valor
del wavelet es cero. En los experimentos, el valor absoluto méaximo de a y b fue
32 que es casi 10 veces el valor del soporte.
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Tabla 2. Pardmetros para las compuertas AND, OR, NAND, NOR y XOR.

Funcién wWo w1 Wo a b Generaciones
AND -8.547 1.574 1.255 -8.047 -0.141 4
OR -17.070 5.063 4.773 | -24.0472 | -0.141 91
NAND 8.548 10.187 7.773 28.848 | -16.554 6
NOR 8.548 10.187 7.773 28.848 | -16.554 6
XOR -1.0629 4.063 4.773 -8.047 -0.141 10
NOT 8.548 10.187 4.773 28.848 | -16.554 2

Por simplicidad, se fij6 ws; = 1,0. Los demés valores de los pardametros libres
de la neurona wavelet se optimizaron evolutivamente y los resultados se muestran
en la Tabla 2.

En la Tabla 2 se puede apreciar, en la tltima columna, el nimero de gene-
raciones que requirié el algoritmo genético para alcanzar el 100 % de precisién,
es decir, el error igual a cero. Se logré el empate idéntico entre los valores de
entrada y la salida en parte debido a la apropiada eleccién de la funcién de salida
descrita en la ecuacién (7) que incluye los valores —1 y 1.

Notese que la funcién que més generaciones requirié fue la funcién légica OR.

Para la funcion XOR, que se sabe representa un problema no linealmente
separable, se puede tener una solucién usando una sola capa oculta con dos
neuronas Ny y Na del modelo McCulloch-Pitts, con entradas 0y 1 (ver [4,14]). En

tal caso, los parametros solucién son: w1 = wie = 1, by = —%, Wo1 = Wao = 1,
by = —3, wy1 = —2, wyp = 1, y by = —% como se ilustra en la Figura ??. La

capa de salida contiene la neurona Nj.

le_

Fig. 2. Red de neuronas McCulloch-Pitts que resuelven el problema del XOR.

4.2. Experimento 2

En un segundo experimento se usaron 26 neuronas. Cada una de las 26 es
una instancia de la neurona wavelet descrita en el Experimento 1. De esta forma,
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se contruy6 una red neuronal con arquitectura “tipo MLP” con una capa de
entrada, una capa oculta con neuronas wavelets, y una capa de salida con funcién
signo.

Los datos de prueba fueron los de clasificacién de vinos, que considera 3
tipos de vinos [7]. Entonces, se dividieron en dos experimentos: Caso 1. Los de
la primera clase con la tercera clase, y un Caso 2: Los de la primera clase con
los de la segunda clase. En ambos casos se tiene una clasificacién binaria, asi
que los valores de salida fueron etiquetados como —1 y 1. Ahora se describen los
experimentos con ambos casos.

Experimento del caso 1. Con G = 314 generaciones, P = 40, P, = 0,97 y
Pt = 0,01, se logré el maximo éxito de clasificacién posible, es decir el 100 %
para los 107 datos de entrada, con un valor de pardmetro 6ptimo o = 4,517208.
En tanto que, con un filtro Haar (equivalente al caso especial de a = T) apenas
se logrd, en las mismas G = 314 generaciones, una clasificacién de 92,52 %. El
tiempo promedio de ejecucién en estos experimentos del Caso 1, fue de 173,2
segundos.

En la Figura 3 se puede observar que, durante la ejecucién del algoritmo
genético, la red neuronal con wavelets paramétricos tiene una convergencia com-
petitiva con la red neuronal con wavelet Haar, pero a partir de la generacién
49 la neurona con filtro wavelet paramétrico converge mucho mas rapido a la
solucién éptima (RMS = 0, clasificacién del 100 %) en 313 generaciones, pero
no asi la red neuronal con wavelet Haar para la cual con 2000 generaciones logra

un RMS = 0,193.

Aproximacion con neuronas: wavelet Haar vs. wavelet con un parametro
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Fig. 3. Desempeno de dos redes neuronales en la clasificacién de 107 muestras de
dos tipos de vinos: i) red de neuronas wavelet Haar ii) red de neuronas wavelet con
paramétro c.
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Experimento del caso 2. Con G = 500 generaciones, P = 40, P..,, = 0,97
Y Prut = 0,02, se logré una clasificacién del 100 % (RMS = 0) para 130 datos
de entrada con a = 4,0535 y 8 = 1,855. Esto representa un desempeno superior
al obtenido con a = % (filtro Haar) que logré una clasificacion de 93,84 % y
un RMS = 0,4961 en 2000 generaciones. En la Figura 4 se ilustra la ejecucién
del algoritmo genético en donde se aprecia que una red neuronal con wavelet
Haar no logra reducir el error RMS ain durante un gran nimero de G = 2000
generaciones. En contraste, una red neuronal con wavelet de dos parametros logra
en G = 500 generaciones la aproximacién perfecta para 130 datos de entrada.

El tiempo promedio de ejecucion en estos experimentos del Caso 2, fue de
265,2 segundos.

Aproximacién con neuronas: wavelet Haar vs. wavelet con dos parametros
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Fig. 4. Desempeno de dos redes neuronales en la clasificacién de 130 muestras de dos
tipos de vinos: i) red de neuronas wavelet Haar ii) red de neuronas wavelet con dos
paramétros a y .

5. Conclusiones y trabajo futuro

Se present6 un modelo de neurona artificial con una capa de entrada, una capa
de procesamiento con funcién wavelet paramétrica de soporte compacto y una
capa de salida. Para probar su validez, se usé la compuerta NOT y compuertas
l6gicas AND, OR, NAND, y NOR con dos entradas, con las cuales se logrd
un error de aproximacién de cero, con una sola neurona de este tipo. También
se aplicd a la funcién légica XOR, que suele requerir mas neuronas de otros
modelos incluido el de McCulloch-Pitts y el perceptrén. En el caso de la neurona
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con wavelet, fue posible resolver el problema del XOR con una unica neurona y
wavelet Haar visto como un caso especial de wavelet paramétrico.

Aunque no se conocen las funciones analiticas de los wavelets paramétricos, es
posible aplicar métodos evolutivos para optimizar los pardmetros y ajustar la red
neuronal a los datos de entrada. Los experimentos complementan los conceptos
tedricos que afirman que la transformada wavelet (y por ende las redes neuronales
basadas en wavelets) requieren un menor ntimero de coeficientes (neuronas) para
concentrar la energia de una funcién y mejorar la aproximacion.

Los resultados obtenidos son alentadores y sugieren proponer més arquitectu-
ras basadas en funciones paramétricas, que provean alternativas a otros métodos
que usan funciones “de forma fija” primordialmente derivables, cuyo comporta-
miento no permite capturar cambios abruptos en las funciones a aproximar. Por
otro lado, las funciones wavelet han mostrado una superioridad ya que permiten
detectar fenémenos transitorios, y en nuestro caso al usar neuronas con wavelets
Haar en problemas de clasificacién se lograron desempenos cercanos al 100 %,
y al optimizar pardmetros con un algoritmo genético se lograron clasificaciones
del 100 % en un menor nimero de generaciones.

Como trabajo futuro se plantea proponer técnicas heuristicas para mejorar
los tiempos de ejecucidn, y aplicarlas a problemas de clasificacion y aproximacién
de funciones mas complejos.
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